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Глава 9. Логика предикатов

В начале второй главы мы указывали, что логика высказываний строит умозаключения, не принимая во внимание внутреннюю структуру простых высказываний, для нее важно лишь то, что каждое высказывание является либо истинным, либо ложным. В отличие от нее традиционная логика учитывает внутреннюю субъектно-предикатную структуру суждений. Как это делается, мы рассмотрели в главах «Дедуктивные умозаключения» и «Вероятностные умозаключения». 

Шаг к более полному учету внутреннего состава суждения, или высказывания, делает логика предикатов. Она разбивает высказывание на более мелкие единицы, определяет отношения между ними и получает возможность максимально точного выражения мысли.
Логику предикатов можно рассматривать как расширение логики высказываний. Сохраняя все ее средства, она дополняет их новыми возможностями. Важнейшей особенностью логики предикатов по сравнению с традиционной логикой является использование понятия функции, заимствованного из математики
. Перейдем к рассмотрению идей логики предикатов
.
1. Предикаты

Разберем следующее высказывание:

Вода кипит при 1000 С  и нормальном атмосферном давлении.

Выделим в качестве предиката свойство кипеть
, все остальное ( воду, 1000 С, нормальное атмосферное давление, т.е. 762 мм ртутного столба,  ( будем рассматривать как особые предметы, которые взятые вместе характеризуются данным свойством
. Высказывание перепишем следующим образом:

Кипеть(вода, 1000 С, 762 мм).

Теперь обозначим буквой х химическое вещество вообще, t температуру вообще, р давление вообще. Тогда предикат «кипеть» можно записать в виде следующей формулы:

Кипеть(х, t, р).
Или в обычном языке: «Вещество х кипит при температуре t и давлении р». В зависимости от того, какие конкретные вещество, температуру и давление мы будем подставлять вместо переменных х, t и р, у нас будут получаться истинные или ложные высказывания. Так, подставив в формулу вместо х, t, р снова воду, 1000 С, 762 мм ртутного столба, мы получим истинное высказывание. Но пусть вместо воды будет идти речь о ртути. Подставляем ее вместо х, остальные параметры оставим прежними. Получаем формулу: 
Кипеть(ртуть, 1000 С, 762 мм).
Эта формула соответствует ложному высказыванию «Ртуть кипит при 1000 С  и нормальном атмосферном давлении». Потому что на самом деле температура кипения ртути при нормальном атмосферном давлении равна не 1000 С, а 3570 С. Теперь подставим в формулу вместо t температуру 3570 С. Получаем: 

Кипеть(ртуть, 3570 С, 762 мм).
Эта формула соответствует истинному высказыванию «Ртуть кипит при 3570 С и нормальном атмосферном давлении». 
Подставим в формулу вместо р атмосферное давление, соответствующее, например, 100 мм ртутного столба, тогда при тех же остальных значениях параметров получим формулу:

Кипеть(ртуть, 3570 С, 100 мм).
Эта формула соответствует ложному высказыванию «Ртуть кипит при 3570 С и атмосферном давлении 100 мм ртутного столба», так как при данном атмосферном давлении ртуть имеет иную температуру кипения.

Используя математическую терминологию, можно рассматривать формулу «Кипеть(х, t, р)» как функцию, которая в зависимости от конкретных значений переменных х, t, р принимает одно из двух истинностных значений ( «истина» или «ложь». Как уже говорилось, использование понятия функции отличает логику предикатов от других разделов логики.

Предикат «кипеть» объединяет три предмета: вещество, температуру, давление. Поэтому он называется трехместным предикатом. Существуют одноместные предикаты, например, «Синий(x)». Пусть x означает какой-либо предмет. Подставляя вместо x конкретные предметы: небо, снег, сахар, море…, мы будем получать высказывания: «Небо ( синее», «Снег ( синий», «Сахар ( синий», «Море ( синее»…, из этих высказываний первое и четвертое можно считать истинными, второе и третье ( ложными.

Приведем пример двухместного предиката: «Любить(x, y)», или «x любит y». В зависимости от того, имена каких конкретных лиц мы подставим вместо переменных x и y, будем получать истинные или ложные высказывания.

Допустим, Николай любит Елену, а Петр и Ольга равнодушны друг к другу. В таком случае высказывание «Любить(Николай, Елена)» будет истинным, высказывание «Любить(Петр, Ольга)» будет ложным. Может оказаться, что высказывание «Любить(Елена, Николай)» будет ложным, если чувство Николая к Елене не является взаимным.

Существуют четырехместные предикаты, например: «Встретить(w, x, y, z)». Пусть w, x означают людей, а y и z − время и место. Формула соответствующего высказывания:

Встретить(Николай, Елена, вечер, фонтан), или «Николай встречает Елену вечером у фонтана». 
В общем виде n-местный предикат записывается в виде формулы Р(x1, x2, ... xn), где Р ( предикат, а x1, x2, ... xn ( переменные, способные принимать конкретные значения из соответствующих областей предметов. 

Если мы подставим конкретные значения на место не всех переменных в формуле, а лишь некоторых, то тем самым уменьшим число переменных при предикате, или, по-другому, уменьшим его местность. Например, четырехместный предикат «Встретить(w, x, y, z)» можно превратить в одноместный, оставив переменную w и подставив вместо переменных  x, y и z конкретные значения:

Встретить(w, Елена, вечер, фонтан).

Вставляя в эту формулу вместо w имена различных конкретных людей (Николай, Петр, Наталья, Прасковья…), мы будем получать истинные или ложные высказывания.
Формула, в которой все переменные заменены их конкретными значениями, будет нуль-местной формулой, т.е. истинным или ложным высказыванием.
Превратить формулу в истинное или ложное высказывание можно другим способом ( поставив перед формулой квантор общности или квантор существования при соответствующей переменной. Квантор общности записывается знаком (, квантор существования ( (. Например:

(wВстретить(w, Елена, вечер, фонтан).

(wВстретить(w, Елена, вечер, фонтан).

В первом случае будет читаться так: «Каждый человек встречает Елену вечером у фонтана», очевидно, это ложное высказывание. Во втором случае получаем: «Существует человек, который встречает Елену вечером у фонтана». Это высказывание является истинным, потому что ранее мы приняли, что истинным является высказывание «Встретить(Николай, Елена, вечер, фонтан)».

Если перед формулой стоит квантор, то переменная справа от него и та же переменная в формуле называется связанной. Переменная, которая не связана квантором, называется свободной. 

Формула, в которой имеются свободные переменные, не имеет истинностного значения, поэтому не является высказыванием. 

Так, в формуле (wВстретить(w, Елена, вечер, z) переменная w связана квантом общности (, а переменная z является свободной. Поэтому данная формула не является высказыванием.

Попробуем связать кванторами все переменные. Получаем, например, такое высказывание: (w(x(y(zВстретить(w, x, y, z). Или: «Существует один человек и существует другой человек, которые встречаются в любое время и в любом месте». Ясно, что такое высказывание является ложным.

Теперь свяжем все переменные кванторами существования: (w(x(y(zВстретить(w, x, y, z). Получаем высказывание: «Существует один человек и существует другой человек, существуют такое время и такое место, в которых эти два человека встречаются». Очевидно, что данное высказывание является истинным.

Еще один пример: (w(xВстретить(w, x, вечер, фонтан). Соответствующее высказывание: «Существует один человек и существует другой человек, которые встречаются вечером у фонтана». Это высказывание будет истинным, потому что очевидно, что в мире кто-то с кем-то встречается вечером у фонтана.
Задание 1. Запишите формулами логики предикатов высказывания «Число 6 − четное», «7 больше 4», «Пальма растет в Африке», «Иван Петрович − сын Петра и Марии».

Задание 2. Перепишите формулы, полученные в задании 1, заменив конкретные предметы соответствующими переменными. Определите местность полученных формул. Преобразуйте их в формулы меньшей местности.

Задание 3. Подставляя в формулы вместо переменных названия конкретных предметов, получите истинные и ложные высказывания.

Задание 4. Свяжите переменные в формулах кванторами общности и существования (дайте отдельные случаи), определите истинностное значение полученных формул.

2. Имена

Вернемся к высказыванию «Кипеть(вода, 1000 С, 762 мм)». Обратим внимание на то, что выражения «вода», «1000 С», «762 мм» являются именами соответствующих конкретных предметов − конкретного вещества, конкретных температуры и атмосферного давления. Такие имена называются собственными. А вот выражения «химическое вещество», «температура», «атмосферное давление» − являются общими именами. 

Следует отметить, что в зависимости от контекста одно и то же слово или словосочетание может быть собственным именем или общим. Имя «вода» будет собственным, если имеется в виду конкретное химическое вещество наряду с другими химическими веществами − ртуть, сера, азотная кислота и т.д. Но имя «вода» будет общим, если в качестве конкретных предметов имеются в виду вода в реке Кама, вода Тихого океана, вода в виде снега, вода в этом стакане и т.д.
Дадим еще примеры имен собственных: «озеро Байкал», «Черное море», «город Воронеж», «первый в мире космонавт», «самая высокая гора»
. Общие имена: «озеро», «море», «город», «космонавт», «высокая гора», «гора». 

Различие между собственными и общими именами можно выразить так: первые называют отдельный, единичный предмет, вторые называют совокупности предметов. Здесь уместна аналогия между единичными понятиями, в объем которых входит только один предмет, и общими понятиями, в объем которых входит больше одного предмета.

В то же время в логике предикатов рассматриваются только имена, которым соответствуют точно определенные предметы, и не рассматриваются имена не существующих предметов, такие как «кентавры», «русалки», «вечный двигатель» и т.п. Данное требование можно сформулировать следующим образом: язык логики предикатов всегда описывает непустую область предметов.
Теперь сравним выражения «Черное море» и «город на берегу Черного моря». Первое имя − собственное. Второе − общее имя, так как городов на берегу Черного моря больше одного. Но различие между этими двумя именами состоит еще и в том, что второе имя включает в свой состав первое имя. 

Имена, включающие в свой состав другие имена, называются составными, или сложными, в отличие от простых имен, которые не включают в свой состав другие имена. Запишем сложное имя «город на берегу Черного моря» в виде формулы, аналогично тому, как мы записывали высказывания:

город на берегу(Черное море).
Пусть теперь буква x означает все конкретные водные объекты − моря, реки, озера, океаны и т.п. Тогда выражение можно переписать следующим образом:

город на берегу(x).
Подставляя вместо x водные объекты, мы будем получать различные сложные имена: «город на берегу Черного моря», «город на берегу Волги», «город на берегу Тихого океана» и т.д.

Перечисленные сложные имена являются общими. Но сложные имена могут быть и собственными. Рассмотрим выражение «столица Австралии». Это сложное имя, так как в свой состав включает имя определенного государства. В то же время − это собственное имя, так как столица Австралии существует в единственном числе, его синонимом будет собственное имя «Канберра».

Запишем выражение «столица Австралии» в виде формулы:

столица(Австралия).
Теперь обозначим буквой y государство вообще. Тогда выражение можно переписать в виде формулы:

столица(y).

Подставляя вместо переменной y имена конкретных государств, можно получать новые собственные сложные имена: «столица Швеции», «столица Китая», «столица США», «столица Египта» и т.д. Их синонимами будут простые имена «Стокгольм», «Пекин», «Вашингтон», «Каир»… 

Как и в случае с предикатами, сложные имена могут быть одно-, двух-, трех- и т.д. местными. Так, «город на берегу(x)», «столица(y)» − являются одноместными именами. 

Но рассмотрим формулу сложного имени «сын(x, y)», в которой переменные x и y означают соответственно отец вообще и мать вообще. Это − формула сложного двухместного имени. Подставляя вместо x и y имена конкретных родителей, например: Николай и Ольга, Петр и Анастасия, Александр и Александра, мы будем получать сложные имена: «сын(Николай, Ольга)», «сын(Петр, Анастасия)», «сын(Александр, Александра)». В зависимости от того, сколько сыновей у конкретной пары родителей − один или больше одного, полученные сложные имена будут собственными или общими.

Приведем пример трехместного сложного имени: «периметр треугольника(x, y, z)». Здесь переменные x, y, z означают различные стороны треугольника. Подставляя конкретные длины этих сторон, например, 3, 4, 5, или 6, 8, 10, или 9, 12, 15
, будем получать различные сложные собственные имена: «периметр треугольника(3, 4, 5)», «периметр треугольника(6, 8, 10)», «периметр треугольника(9, 12, 15)». Этим сложным именам будут соответствовать простые имена: 12 (3+4+5), 24 (6+8+10), 36 (9+12+15). 
Пример четырехместного сложного общего имени: «подаренные(w, x, y, z)». Здесь переменной w можно обозначить человека, который дарит, x − человека, которому дарят, y − предмет дарения, z − повод дарения. Это общее имя можно превратить в собственные имена: «подаренные(Николай, Ольга, розы, ко дню рождения)», «подаренная(Петр, Анастасия, квартира, ее замужество)» и т.д.
Можно уменьшить местность формулы сложного имени, заменив часть переменных в скобках конкретными именами. Так, двухместную формулу «сын(x, y)» можно превратить в одноместную: «сын(Николай, y). Если же мы заменим все переменные конкретными именами, то получим нуль-местное сложное имя, соответствующее собственному или общему имени.

Чтобы различать, когда мы имеем дело со сложным именем, а когда − с предикатом, нужно иметь в виду следующее. В первом случае, подставляя вместо всех переменных конкретные имена предметов, мы получаем собственное или общее имя других предметов различного рода. Во втором случае, подставляя вместо всех переменных конкретные имена предметов, мы получаем  истинное либо ложное высказывание. 

Поэтому сложное имя называют предметно-предметной функцией, так как она одним предметам (или их совокупностям) ставит в соответствие другие предметы, например, странам ставит в соответствие столицы, родителям ставит в соответствие сыновей, сторонам треугольника − периметры.

Предикат является предметно-истинностной функцией, так как она предметам (или их совокупностям) ставит в соответствие «истину» или «ложь».

Теперь рассмотрим следующее высказывание: «Сын Николая и Ольги учится в педагогическом университете». Запишем его в виде предикатной формулы:

Учиться(сын Николая и Ольги, педагогический университет).
Выражения «сын Николая и Ольги» и «педагогический университет» являются сложными именами, так как включают в свой состав другие имена − «Николай», «Ольга», «университет», поэтому их можно переписать в виде выражений: «сын(Николай, Ольга)», «педагогический(университет)». Учитывая это обстоятельство, предикатную формулу перепишем в следующем виде:

Учиться(сын(Николай, Ольга), педагогический( университет)).
Пусть теперь x и y означают соответственно отец вообще и мать вообще, а z − учебное заведение вообще. Тогда можно перейти к общей предикатной трехместной формуле:

Учиться(сын(x, y), педагогический(z)).
Подставляя в эту формулу вместо переменных x и y имена различных родителей, а вместо переменной z типы учебного заведения, мы будем получать высказывания. Например:

Учиться(сын(Петр, Анастасия), педагогический(училище));
Учиться(сын(Александр, Александра), педагогический(институт));
Учиться(сын(Николай, Ольга), педагогический(колледж));
Учиться(сын(Иван, Марья), педагогический( университет)).
Каждое из этих высказываний будет либо истинным, либо ложным
. Рассмотрим еще один пример конкретного высказывания, построенного на основе сложных имен. 

Муж дочери Николая и Ольги вчера сдал экзамен по логике доценту Петрову на оценку «отлично».
Здесь можно выделить предикат «сдать экзамен», все остальное является именами различных предметов: «муж дочери Николая и Ольги», «вчера», «логика», «доцент Петров», «оценка «отлично»
. Перепишем эти имена в виде выражений: «муж(дочь(Николай, Ольга))», «вчера», «логика», «доцент(Петров)», «оценка «отлично».

Первое и четвертое имена сложные, так как включают в свой состав другие имена. Причем первое имя включает в свой состав имя, которое тоже является сложным, − «дочь(Николай, Ольга)». Второе, третье и пятое имена − простые.

Перепишем высказывание в виде предикатной формулы:

Сдать экзамен(муж(дочь(Николай,Ольга)), вчера, логика, доцент(Петров), оценка «отлично»).
Теперь введем переменные. Пусть u и v означают соответственно мужское и женское имена, w − время, x − учебный предмет, y − фамилию, z − виды оценок. Тогда предикатная формула примет следующий вид:

Сдать экзамен(муж(дочь(u, v)), w, x, доцент(y), z).
Эта формула является шестиместной, так как охватывает шесть переменных: u, v, w, x, y, z. Подставляя вместо переменных конкретные значения, мы получим различные истинные либо ложные высказывания. Примеры:

Сдать экзамен(муж(дочь(Александр, Александра)), вчера, китайский язык, доцент(Иванов), оценка «удовлетворительно»);

Сдать экзамен(муж(дочь(Николай, Ольга)), сегодня, логика, доцент(Горемыкин), оценка «хорошо»);
Сдать экзамен(муж(дочь(Петр, Анастасия)), позавчера, история, доцент(Князева), оценка «хорошо»);
Сдать экзамен(муж(дочь(Кирилл, Дарья)), вчера, логика, доцент(Петров), оценка «неудовлетворительно»).
И т.д.

Мы можем шестиместную формулу «Сдать экзамен(муж(дочь(u, v)), w, x, доцент(y), z)» превратить в трехместную, заменив три переменные в формуле конкретными значениями:

Сдать экзамен(муж(дочь(Петр, Анастасия)), w, x, доцент(y), оценка «хорошо»).
Но если в сложном имени «муж(дочь(Петр, Анастасия)», заменить имя «Анастасия» соответствующей переменной, то вся предикатная формула превратится в четырехместную:

Сдать экзамен(муж(дочь(Петр, v)), w, x, доцент(y), оценка «хорошо»).
Выше мы отмечали, что связывание всех переменных кванторами позволяет превращать предикатную формулу в истинное или ложное высказывание. Дадим соответствующие примеры на основе двухместной формулы «Сдать экзамен(муж(дочь(Петр, Анастасия)), вчера, x, доцент(y), оценка(хорошо))»:

(y(xСдать экзамен(муж(дочь(Петр, Анастасия), вчера, x, доцент(y), оценка «хорошо»);
(x(yСдать экзамен(муж(дочь(Петр, Анастасия)), вчера, x, доцент(y), оценка «хорошо»).
Первое высказывание на обычном языке будет звучать так: «Существует человек, являющийся доцентом, которому муж дочери Петра и Анастасии вчера сдал экзамены на «хорошо» по всем учебным предметам». Ясно, что данное высказывание является скорее всего ложным, так как трудно представить, что одному и тому же преподавателю, да к тому же в течение одного дня, можно сдать все учебные предметы на одну и ту же оценку «хорошо».

Второе высказывание будет звучать так: «Существует учебный предмет и существует доцент, которому муж дочери Петра и Анастасии вчера сдал экзамен на «хорошо» по данному учебному предмету». Ясно, что данное высказывание либо истинно, либо ложно.

Задание 5. Запишите в виде формул сложные имена «аромат дыни», «половина метра», «расстояние между Киевом и Москвой», «выигранная партия в шахматы на мировом чемпионате Алешиным».

Задание 6. Перепишите формулы, полученные при выполнении задания 5, заменив имена конкретных предметов переменными. Определите местность полученных формул. Преобразуйте их в формулы меньшей местности.

Задание 7. Подставляя в формулы, полученные при выполнении задания 5, вместо переменных названия конкретных предметов, получите новые сложные общие или собственные имена.
3. Язык логики предикатов. Интерпретация и общезначимые формулы
Выше мы различали собственные имена конкретных предметов − «озеро Байкал», «Черное море», «1000 С», «нормальное атмосферное давление», и общие имена предметов определенного рода − «озеро», «море», «температура», «атмосферное давление». 

Обозначим собственные имена латинскими буквами a, b, c. Если этих букв не будет хватать, будем использовать те же буквы, но с индексами: a1, b1, c1, a2, b2, c2 и т.д. Эти буквы будем называть предметными константами.
Общие имена обозначим латинскими буквами x, y, z. Если их не будет хватать, то будем также применять индексы: x1, y1, z1, x2, y2, z2 и т.д. Эти буквы будем называть предметными переменными.

В сложных именах можно различать выражения, которые стоят перед скобкой, например, город на берегу…, столица…, сын…, в именах «город на берегу(Черное море)», «столица(Австралия)», «сын(Александр, Александра)». Для обозначения этих выражений будем использовать латинские буквы f, g, h, f1, g1, h1, f2, g2, h2 и т.д. Назовем эти буквы предметно-функциональными константами. 

Таким образом, именам «Черное море», «Александр», «Александра», «Австралия» можно поставить в соответствие предметные константы a, b, c, a1. Выражениям город на берегу…, сын…, столица… можно поставить в соответствие  предметно-функциональные константы  f, g, h. Тогда сложные имена «город на берегу(Черное море)», «сын(Александр, Александра)», «столица(Дания)» запишутся в следующем виде: f (a), g(b, c), h(a1).

Предметные константы, предметные переменные и сложные имена с предметно-функциональными константами называются термами. Дадим строгое определение терма:

1. Предметная константа есть терм.

2. Предметная переменная есть терм.

3. Если g − предметно-функциональная константа местности n, а r1, r2, … rn − термы, то выражение g(r1, r2, … rn) есть терм.

4. Ничто иное не есть терм.

Примеры термов, соответствующим пунктам 1 и 2: b, a1,  y, x1. Примеры термов, соответствующих пункту 3: f (x), g(b, c), h(a1, x, y), g(h(a, b)). Последний терм интересен тем, что, сам являясь сложным, включает в свой состав сложный терм h(a, b). Пункт 4 означает, что выражения, не соответствующие первым трем пунктам, например, gr1, gh(a, b), g(h(a, f)), не могут считаться термами.
Иногда, к предметно-функциональным константам приписывают в качестве верхнего индекса число, указывающее местность терма, например: f 1(x), g2(x, y), h2(a1, x, y). 

Терм, в котором все предметные переменные заменены предметными константами, называется замкнутым. Например, термы h(a1, x, y) и f(x) не являются замкнутыми, а термы h(a1, a, b) и f (a) − замкнуты.
В предикатных формулах можно различать имя предиката, стоящее перед скобкой, например, слово «кипеть» в формуле «Кипеть(х, t, р)». Имя предиката будем обозначать символами F, G, H, F1, G1, H1, F2, G2, H2 и т.д. Эти символы будем называть предикатными константами. 

Также могут использоваться символы логики высказываний: (, →, (, (, означающие соответственно операции отрицания, импликации, конъюнкции и дизъюнкции
, символы (, ( − кванторы общности и существования, скобки (, ). 

Дадим строгое определение предикатной формулы.

1. Если G − предикатная константа местности N, а r1, r2, … rn − термы, то выражение G (r1, r2, … rn) есть формула.

2. Если A и B − формулы, то (A, A→B, A(B, A(B − формулы.

3. Если A − формула, а x − предметная переменная, то (xA и (xA − формулы.

4. Ничто иное не есть формула.

Примеры формул, соответствующие пункту 1: F(a, b), H(x, a, b), F1(f(x)), H1(h(a, f (b))). Здесь третья и четвертая формулы со сложными термами. 

Примеры формулы, соответствующие пункту 2: F(x)(G(x)→(H(x)(F1(x)), H(x, a, b)(F1(F(x)). 

Пример формулы, построенной в соответствии с пунктом 3: (xF(g(x, a))→(H(y, b)).

Согласно пункту 4 выражения, не соответствующие первым трем пунктам, не являются формулами. Например, выражение (a→H(a, b) не является формулой.
Укажем необходимое условие расстановки скобок в правильных формулах: число открывающих скобок должно быть равно числу закрывающих скобок.

Иногда к предикатным константам приписывают в качестве верхнего индекса число, указывающее на местность формулы, например: F 2(x, y). 

Интерпретация символов языка логики предикатов. Ранее фактически уже шла речь об интерпретации, когда мы вводили конкретные значения предметных переменных x, y, z, предметных констант a, b, c, и т.д. Теперь рассмотрим это в систематическом виде.

Интерпретация символов языка логики предикатов означает следующее:

− предполагается наличие непустой совокупности (множества) предметов определенного рода, которая называется областью интерпретации, или универсумом рассуждения; 

− каждой предметной константе a, b, c, a1... приписывают определенный предмет из этого универсума;

− каждой предметно-функциональной константе f, g, h, f1... приписывают определенную функцию, ставящую в соответствие одним предметам универсума другие его предметы; 

− каждой предикатной константе F, G, H, F1, ... приписывают определенное свойство предмета при одноместной формуле или определенное свойство (отношение), объединяющее двойки, тройки и т.д. предметов при многоместной формуле;

− каждой предметной переменной x, y, z, x1… приписывается произвольный предмет универсума. Считается, что переменные «пробегают» по всем предметам универсума.

Рассмотрим на примерах, как это работает. Возьмем в качестве универсума совокупность целых чисел от 1 до 5. Предметным константам a, b, c, a1, b1 припишем соответственно числа 1, 2, 3, 4, 5. Предметные переменные x, y, z пусть пробегают по этим числам.

Предметно-функциональным константам f и g припишем операции «максимум», и «минимум». Тогда, например, терм f(a, b) будет соответствовать выражению «максимум(1, 2)», которому соответствует число 2, а терм g(a1, c) − выражению «минимум(4, 3)», которому соответствует число 3.
Предикатной константе F припишем свойство «быть четным», а предикатной константе G − «быть простым
». 

Тогда формула F(a1) соответствует истинному высказыванию «число 4 − четное», формула F(a) − ложному высказыванию «число 1 − четное», формула G(b) − истинному высказыванию «число 2 − простое». Формула (x(G(f(x, b)) соответствует истинному высказыванию «Существует такое число, что максимум из этого числа и 2 является простым числом». Формула (y(F(g(y, a1)) соответствует ложному высказыванию «Для всякого числа минимум из этого числа и 4 является четным числом». Формула (x((F(x)((F(f(x, a))) соответствует истинному высказыванию «Для каждого числа верно, если оно нечетное, то максимум из этого числа и 1 является тоже нечетным числом».

Теперь пусть будет тот же универсум, состоящий из чисел от 1 до 5. Предметным константам a, b, c, a1, b1 поставим в соответствие те же числа 1, 2, 3, 4, 5. Предметные переменные x, y, z пробегают по всем этим числам. Оставим те же интерпретации предметно-функциональных констант f и g. 
Изменим лишь интерпретацию предикатных символов. Символу F припишем свойство «быть меньше 5», а символу G припишем свойство «быть равным 3».
Тогда формула F(a1) будет соответствовать истинному высказыванию «4 меньше 5», формула F(a) − истинному высказыванию «1 меньше 5», формула G(b) − ложному высказыванию «2 равно 3». Формула (x(G(f (x, b))) соответствует истинному высказыванию «Существует такое число, что максимум из этого числа и 2 равен 3». Формула (y(F(g(y, a1)) соответствует истинному высказыванию «Для всякого числа минимум из этого числа и 4 меньше 5». Формула (x(F(x)((F(f(x, a))) соответствует истинному высказыванию «Для каждого числа верно, что если оно меньше 5, то неверно, что максимум из этого числа и 1 меньше 5». 

Обратим внимание, что некоторые формулы, являющиеся истинными высказываниями при одной интерпретации, оказываются ложными при другой интерпретации. 

Существуют формулы логики предикатов, которые в силу особенностей своей структуры являются истинными при любой интерпретации их символов. Такие формулы называются общезначимыми. Их можно считать аналогами тавтологий логики высказываний.

Рассмотрим формулу вида (xA ( (xA, в которой символ A означает формулу логики предикатов. Пусть A будет формула G(f(x, b)). Подставим ее в формулу (xA((xA вместо A. Получаем:

(xG(f (x, b)) ( (xG(f (x, b)).

Этой формуле при первой интерпретации соответствует высказывание «Если для каждого числа верно, что максимум из этого числа и 2 является простым числом, то существует число, максимум из которого и 2 простое число». Очевидно, что первый член импликативного высказывания − ложен, второй член − истинен. Следовательно, все высказывание является истинным
.

При второй интерпретации этой формуле соответствует высказывание «Если для каждого числа верно, что максимум из этого числа и 2 равен 3, то существует число, максимум из которого и 2 равен 3». Здесь также первый член импликативного высказывания − ложен, второй член − истинен. Следовательно, все высказывание является истинным.
Итак, независимо от того, какую из двух данных интерпретаций мы выберем, формула (xG(f(x, b)) ( (xG(f (x, b)) является истинной. Можно показать, что любая формула вида (xA ( (xA является истинной и, следовательно, общезначимой. В параграфе «Правила редукции и аналитические таблицы» мы докажем общезначимость этой формулы  при подстановке вместо A формулы F(x)→G(x), т.е. общезначимость формулы (x(F(x)→G(x)) → (x(F(x)→G(x)).

Дадим список некоторых общезначимых формул. Напомним, что A − формула логики предикатов.

1. (xA(A(r)  − удаление квантора общности. Здесь и ниже A(r) − результат замены в формуле A всех свободных вхождений переменной x замкнутым термом r.

2. A(r) ( (xA − введение квантора существования.

3. (xA ( (xA − правило подчинения

4. (xA ( (x(A − правило непустоты универсума, означающее, что каждому имени соответствует определенный предмет.

5. (x(yA ( (y(xA 
 − перестановка кванторов

6. (x(yA ( (y(xA − перестановка кванторов

7. (x(yA ( (y(xA − перестановка кванторов

8. ((xA ( (x(A − правило отрицания квантора

9. ((xA ( (x(A − правило отрицания квантора

10. (xA (((x(A − взаимовыразимость кванторов

11. (xA ( ((x(A − взаимовыразимость кванторов

Задание 8. Составьте высказывания, соответствующие формулам F(c, a), (xF(x, a), (xG(x), G(a1), (x(G(x)(F(x, b1)) при интерпретации A, затем при интерпретации B. 
Интерпретация A: универсум − дни недели; предметные константы: a − понедельник, b − вторник, c − среда, a1 − четверг, b1 − пятница, c1 − суббота, a2 − воскресенье; предикатные константы: F − отношение «непосредственно следовать за», G − свойство «быть выходным днем». 
Интерпретация B: универсум − семь российских городов: Москва, Петербург, Тверь, Саратов, Астрахань, Новгород, Иркутск; эти города обозначаются соответственно предметными константами a, b, c, a1, b1, c1,  a2; предикатные константы: F − отношение «расположен севернее», G − свойство «быть столицей России».
Определите истинностные значения формул и укажите, какие из этих формул сохраняют свое истинностное значение при смене интерпретации, а какие не сохраняют.

4. Запись произвольных высказываний формулами логики предикатов
В этом параграфе мы поучимся записывать формулами логики предикатов точный логический смысл высказываний по поводу самых разнообразных предметов, которые трудно объединить по каким-то конкретным и определенным признакам: о числах, чувствах людей, химических веществах, температурах, давлениях и т.д. 

В этом случае в качестве универсума принимается неопределенно широкая область, заведомо включающая все эти разнообразные предметы. Переменным x, y, z, x1…, пробегающим по предметам такого универсума, будут соответствовать неопределенные местоимения «нечто», «некто». В зависимости от контекста и из соображения удобства вместо «нечто» или «некто» можно говорить об индивидах вообще или конкретизировать их как живые существа вообще, люди вообще, вещества вообще, состояния вообще, вещи вообще и т.п. 

Существенно важным является то обстоятельство, что в формулах с переменными, пробегающими по такому неопределенно широкому универсуму, мы должны вводить уточнения для общих имен, определяя относящие к ним предметы универсума через указание соответствующих предикатов.

Поясним на примере. Рассмотрим высказывание «Все млекопитающие дышат легкими». В этом высказывании можно выделить квантор общности «все», общее имя «млекопитающие», предикат «дышать легкими». Высказывание можно записать в виде формулы (xF(x), в которой переменная x пробегает по млекопитающим, предикатный символ F соответствует свойству «дышать легкими». Универсумом здесь будет совокупность всех млекопитающих. Формула читается: «Для всех млекопитающих верно, что они дышат легкими».

Теперь расширим универсум до области, включающей в себя наряду с млекопитающими другие многообразные предметы, в этом случае переменная x будет пробегать по всем этим многообразным предметам, т.е. по различным нечто, или индивидам. Формула (xF(x) будет читаться так: «Для всякого некто верно, что оно дышит легкими». Очевидно, что это иная мысль, чем «Для всех млекопитающих верно, что они дышат легкими». 

Чтобы речь шла все же именно о млекопитающих, мы должны ввести уточнение, что имеются в виду такие индивиды, которые являются млекопитающими. Обозначим «индивид, являющийся млекопитающим», формулой G(x), где предикатный символ G означает «быть млекопитающим». Введем эту формулу в общую формулу высказывания о млекопитающих, получаем: (x(G(x)(F(x)). 

Читается: «Для всякого некто (индивида) верно, что если оно млекопитающее, то оно дышит легкими». Чтобы высказывание звучало менее неуклюже, можно конкретизировать индивидов, например, как живые существа вообще, − главное, чтобы универсум заведомо включал в себя всех млекопитающих, тогда формула будет читаться так: «Для всякого живого существа верно, что если оно млекопитающее, то оно дышит легкими», или еще более естественно: «Всякое живое существо, если оно млекопитающее, − дышит легкими».

Допустим, нам нужно при таком же широком универсуме записать формулу высказывания «Все люди смертны». Обозначаем свойство «быть смертным» предикатным символом H, общее имя «человек» введем через предикатный символ F1, записываем формулу: (x(F1(x)( H(x)). 

Читается: «Для всякого индивида верно, что если он является человеком, то оно смертно», или менее неуклюже: «Всякое живое существо, если оно человек, − смертно».

Можно сформулировать правило, что при неопределенно широком универсуме высказываниям вида «Все S есть P» (в главе о суждениях мы их называли общеутвердительными суждениями) соответствует формула (x(S(x)( P(x)).

Очевидно, что высказываниям вида «Ни одно S не есть P» (общеотрицательные суждения) соответствует формула (x(S(x)((P(x)), или «Для всякого нечто верно, что если оно обладает свойством S, то не обладает свойством P».
Какие формулы будут соответствовать высказываниям «Некоторые S есть P» (частноутвердительное суждение) и «Некоторые S не есть P» (частноотрицательное суждение) при неопределенно широком универсуме?

Первое высказывание можно истолковать как утверждение, что существует нечто, обладающее как свойством S, так и свойством P, этому утверждению соответствует формула (x(S(x)(P(x)).

Второе высказывание можно истолковать как утверждение, что существует нечто, обладающее свойством S, но не обладающее свойством P, этому утверждению соответствует формула (x(S(x)((P(x)). 
Изобразим в виде таблицы перевод общеутвердительного, общеотрицательного, частноутвердительного и частноотрицательного суждений в формулы логики предикатов:

	1.
	Все S есть P
	(x(S(x) → P(x))

	2.
	Ни одно S не есть P
	(x(S(x) → (P(x))

	3.
	Некоторые S есть P
	(x(S(x)(P(x))

	4.
	Некоторые S не есть P
	(x(S(x)((P(x))


Обратим внимание на то, что при кванторе общности формула высказывания строится на основе импликации, а при кванторе существования − на основе конъюнкции. 

Теперь попрактикуемся в записи высказываний формулами логики предикатов при неопределенно широком универсуме. 
Высказывание «Некоторые млекопитающие являются хищниками». Этому высказыванию будет соответствовать формула (x(F(x)(G(x)), где символы F и G  означают свойства «быть млекопитающим» и «быть хищником». Формула читается: «Существуют индивиды (живые существа), которые являются млекопитающими и хищниками».

Рассмотрим высказывание «Некоторые млекопитающие не являются хищниками». Этому высказыванию будет соответствовать формула (x(F(x)((G(x)). Формула читается: «Существуют индивиды (живые существа), которые являются млекопитающими, но не являются хищниками». 

Будем усложнять примеры. Рассмотрим высказывание «Каждый отец желает счастья своей дочери». Обозначим предикат «желать» символом F, этот предикат объединяет три предмета «отец», «счастье» и «дочь». Первое общее имя запишем в виде формулы G(x), означающей «некто, которому присуще свойство «быть отцом», второй предмет обозначим предметной константой a, так как речь идет о конкретном состоянии, третий предмет − сложным общим именем f(x), означающим «дочь некто». Высказывание утвердительное с квантором общности, следовательно, формула будет строиться в соответствии с первой строкой таблицы:

(x(G(x)(F(x, a, f(x))). 
Читается: «Для всякого индивида (человека) верно, что если он отец, то он желает счастья своей дочери».

Несколько изменим высказывание: «Некоторые отцы не желают счастья своей дочери». Сохраним обозначения предиката «желать» и предметов «отец», «счастье», «дочь» в виде символов F, G(x), a, f(x). Высказывание отрицательное с квантором существования, следовательно, формула будет строиться в соответствии с четвертой строкой таблицы:

(x(G(x)((F(x, a, f (x))). 
Читается: «Существуют индивиды (люди), которые, являясь отцами, не желают счастья своей дочери». 

Еще более усложним ситуацию: «Лишь некоторые отцы не желают счастья своей дочери». Нам необходимо передать смысл уточнения «лишь», соединим для этого конъюнкцией высказывания «Некоторые отцы не желают счастья своей дочери» и «Некоторые отцы желают счастья своей дочери». Получаем формулу:

(x(G(x)((F(x, a, f (x))) ( (x(G(x)(F(x, a, f (x))).

Читается: «Существуют индивиды (люди), которые, являясь отцами, не желают счастья своей дочери, и существуют индивиды, которые, являясь отцами, желают счастья своей дочери».

Рассмотрим высказывание, которое мы приводили в главе о силлогизмах: «Никто, кроме Ричарда, не может ездить верхом на этой лошади». Смысл этого высказывания состоит в том, что Ричард может ездить на этой лошади, а любой человек, если он не тождественен Ричарду, не может ездить на этой лошади. 

Вводим обозначения: конкретный человек Ричард − предметная константа a, эта лошадь − предметная константа b, свойство «мочь ездить» − предикатный символ F, свойство «быть тождественным» − предикатный символ G. Формула:

F(a, b)((x((G(x, a)((F(x, b)).

Читается: «Ричард ездит на этой лошади, и для любого существа верно, что если оно не тождественно с Ричардом, то оно не сможет ездить на этой лошади».

Следующее высказывание: «Вода кипит при 1000 C и нормальном атмосферном давлении». Раньше мы его записывали «Кипеть(вода, 1000 C, 762 мм)». Здесь «вода», «1000 С», «762 мм» − собственные имена конкретного вещества, конкретной температуры и конкретного давления, это выражение можно записать в виде формулы F(a, b, c), где предикатный символ F означает свойство «кипеть». Перепишем высказывание в виде формулы с переменной, пробегающей по разнообразным «нечто». Теперь свойство «кипеть» принадлежит всякому нечто, которое обладает свойствами «быть водой», «нагрето до 1000 C» и «находиться под атмосферным давлением 762 мм. рт. столба». Обозначим эти свойства символами G, H, F1.
Получаем утвердительное высказывание с квантором общности, формула строится в соответствии с первой строкой таблицы:

(x(G(x)(H(x)(F1(x) → F(x)).
Читается: «Для всякого индивида (вещества) верно, что если он является водой, нагрет до 1000 C и находится под атмосферным давлением 762 мм рт. столба, то он кипит».

Новое высказывание: «Вода, нагретая до 1000 С, или ртуть, нагретая до 3570 С, при нормальном атмосферном давлении кипят». Сохраним прежние обозначения и добавим новые: G1 − «быть ртутью», H1 − «нагрето до 3570 C». Формула:

(x((G(x) ( H(x)(G1(x) ( H1(x)) ( F1(x) → F(x)).
Читается: «Для всякого индивида (вещества) верно, что если он является водой, нагретой до 1000 C, или является ртутью, нагретой до 3570 С, кроме того находится под атмосферным давлением 762 мм рт. столба, то он − кипит».

Перейдем к формулам с двумя кванторами. Рассмотрим высказывание «Каждый человек неравнодушен хотя бы к какому-нибудь домашнему животному». Обозначим предикат «быть равнодушным» символом F. Отрицание этого предиката объединяет предметы «человек» и «домашнее животное». Первый предмет связан квантором общности, второй − существования. Для обозначения этих предметов необходимо использовать разные переменные: G(x) и H(y), чтобы не получилось, что свойства «быть человеком» и «быть домашним животным» могут принадлежать одному предмету. Ведущим квантором является квантор общности, высказывание утвердительное, поэтому в целом формула должна строиться в соответствии с первой строкой таблицы, в то же время часть формулы, подпадающая под квантор существования, должна соответствовать третьей строке таблицы:

(x(G(x) ( (y(H(y)((F(x, y))).

Читается: «Для всякого существа верно, что если это существо человек, то существует другое существо, являющееся домашним животным, и неверно, что первое существо равнодушно по отношению ко второму существу».

Но обратим внимание, что общее имя «домашнее животное» является сложным, его можно представить в виде выражения «домашнее(животное)», а так как имя «животное» тоже является общим, то имя «домашнее животное» можно обозначить термом f(y), где f  − предметно-функциональная константа «домашнее(...)». Тогда имя «животное» необходимо ввести в общую формулу через формулу F1(y), где предикатный символ F1 будет означать «быть животным». Вся формула приобретет следующий вид: 

(x(G(x) ( (y(F1(y)((F(x, f(y)))).

Читается: «Для всякого существа верно, что если это существо человек, то существует другое существо, являющееся животным, и неверно, что первое существо равнодушно по отношению к домашнему второму существу». 

Высказывание: «Некоторые замужние женщины озабочены чистотой на кухне». Введем обозначения. Основной предикат «озабочены» − F, предикаты, соответствующие общим именам: «быть замужем» − G, «быть женщиной» − H, «быть кухней» − F1, сложное общее имя «чистота на(...)»  − f(...). Формула: 
(x(G(x)(H(x)((y(F1(y)(F(x, f(y)))).

Читается: «Существует некто, которая является женщиной и которая замужем, и существует нечто, являющееся кухней, и эта некто озабочена чистотой на нечто».

Высказывание: «Каждый заядлый альпинист предпочтет провести отпуск, карабкаясь по скалам, сидению перед телевизором с любимой кошкой на коленях». 
Вводим обозначения: предикат «предпочтет» − F, «быть заядлым альпинистом» − G; сложное имя «провести отпуск(...)» − предметно-функциональная константа f(...), состояние «карабкаясь по скалам» − предметная константа a, сложное имя «сидеть перед телевизором с(...)» − предметно-функциональная константа g(...), состояние «иметь любимую кошку на коленях» предметная константа b. Высказывание утвердительное, с квантором общности, формула строится в соответствии с первой строкой таблицы:
(x(G(x)(F(x, f(a), f(g(b)))).
Читается: «Для всякого существа (млекопитающего, человека) верно, что если оно заядлый альпинист, то это существо предпочтет провести отпуск, карабкаясь по скалам, проведению отпуска, сидя перед телевизором с любимой кошкой на коленях».
Усложним ситуацию. Допустим, что речь идет не о любимой кошке на коленях, а о том, что на коленях что-то любимое вообще. Тогда конкретное состояние, выражаемое собственным именем «любимая кошка на коленях» должно быть заменено состоянием, которому соответствует общее имя «иметь на коленях любимое(...)», вводим соответствующую предметно-функциональную константу h(...), в скобках теперь должно стоять «нечто», которое в формуле должно быть связано квантором существования, так как ясно, что не любое любимое нечто можно держать на коленях. Получает следующая формула:
(x(G(x)(((y)F(x, f(a), f(g(h(y))))).

Читается: «Для всякого существа (млекопитающего, человека) верно, что если оно заядлый альпинист, то существует такое нечто, что это существо предпочтет провести отпуск, карабкаясь по скалам, проведению отпуска, сидя перед телевизором с любимым нечто на коленях».

Другие примеры. Высказывание: «Часть видимых на небе звезд на самом деле давно по​гасла». Предикатом является свойство «быть давно погасшим», обозначим его символом F, свойство «быть звездой» обозначим символом G, свойство «быть видимым на небе» − символом H. Высказывание утвердительное с квантором существования, соответствует третьей строке таблицы. Формула:
(x(G(x)(H(x)(F(x)).
Читается: «Существует нечто, которое является звездой, видимой на небе, и давно погасшим».
Высказывание: «Эверест − самая высокая в мире гора». Смысл высказывания состоит в том, что Эверест выше всех других гор. Предикаты «быть выше» и «быть горой» обозначим соответственно символами F и G. Конкретную гору Эверест обозначим предметной константой a. Нужно еще ввести условие, что речь идет именно о других горах, , т.е. не совпадающих с Эверестом, для этого вводим предикат «тождественно», обозначим его символом H. Высказывание утвердительное с квантором общности, соответствует первой строке таблицы.
(x(G(x)((H(x, a)(F(a, x)).
Читается: «Для всякого нечто верно, что если он гора и не тождественен с Эверестом, то Эверест выше этого нечто».
Задание 9. Запишите в виде формул логики предикатов с неопределенно широким универсумом высказывания:
a) Все акулы дышат жабрами.
b) Все акулы − безжалостные охотники.
c) Некоторые акулы нападают на людей.
d) Рыбаки с острова Суматра загарпунили большую белую акулу. 
5. Правила редукции. Метод аналитических таблиц

В предыдущих главах мы рассматривали умозаключения и подчеркивали, что условиями получения истинных заключений является истинность посылок и правильность построения самого умозаключения
. В логике предикатов умозаключениям соответствует логическое следование одних формул из других. 

Определение логического следования:

Формула B логически следует из формул A1, A2, A3…, если при любых интерпретациях их предметных, предметно-функциональных и предикатных символов и истинности каждой из формул A1, A2, A3… формула B является истинной.
В 3 параграфе настоящей главы мы ввели общезначимые формулы, которые оказываются истинными высказываниями при любой интерпретации своих предметных, предметно-функциональных и предикатных символов.

Чтобы выяснить, следует ли данная формула логически из вот этих формул или является ли формула общезначимой, строятся так называемые аналитические таблицы на основе правил редукции
. Рассмотрим эти правила и поучимся строить аналитические таблицы. 

Правила редукции

1. Замена конъюнкции. Допустим, мы имеем ряд истинных формул, среди которых находится формула A(B. Обозначим этот ряд как W, A(B, где W − формулы остальной части ряда, они могут и отсутствовать. Истинность конъюнкции A(B означает, что истинны по отдельности формула A и формула B. Поэтому конъюнкцию A(B можно заменить формулами A, B. 

Правило записывается в виде двух строк, разделенных горизонтальной чертой: в верхней строке пишутся исходные формулы W, A(B, в нижнюю строку переносятся формулы W, а вместо A(B ставятся формулы A, B:

	W, A(B  .
W, A, B


Пример:

	(xF(x), (yG(y), (xH(x)(F(y) 
(xF(x), (yG(y), (xH(x), F(y)
	[(]


Здесь и ниже (xF(x), (yG(y) − ряд формул, которые соответствуют W, формулы (xH(x) и F(y) соответствуют A и B. Знак [(] указывает, что совершена замена конъюнкции.
2. Замена отрицания конъюнкции. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, ((A(B). Истинность формулы ((A(B) означает ложность формулы A(B, а это возможно, по крайней мере, в двух случаях: либо ложна формула A, либо ложна формула B. Поэтому в верхней строке пишутся исходные формулы W, ((A(B), а в нижней строке в виде столбцов, разделенных двойной вертикальной чертой, записываются обе возможности − (A либо (B, вместе с формулами W.

	W, ((A(B) .
W, (A || W,(B


Пример:

	(xF(x),  (yG(y),  (((xH(x) ( F(y))               
(xF(x), (yG(y), ((xH(x) || (xF(x), (yG(y), (F(y)
	[((]


Знак [((] указывает, что совершена замена отрицания конъюнкции.
3. Замена дизъюнкции. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, A(B. Истинность формулы A(B означает истинность либо формулы A, либо формулы B, а это возможно, по крайней мере, в двух случаях: либо истинна формула A, либо истинна формула B. Поэтому в верхней строке пишутся исходные формулы W, A(B, а в нижней строке в виде столбцов, разделенных двойной вертикальной чертой, записываются обе возможности − A либо B, вместе с формулами W.

	  W, A(B  .
W, A || W,B


Пример:

	 (xF(x),  (yG(y),  (xH(x)(F(y)                
(xF(x), (yG(y), (xH(x) || (xF(x), (yG(y), F(y)
	[(]


Знак [(] указывает, что совершена замена дизъюнкции.

4. Замена отрицания дизъюнкции. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, ((A(B). Истинность формулы ((A(B) означает ложность формулы A(B, а это возможно, если формулы A и B ложны. Поэтому формулу ((A(B) можно заменить формулами (A, (B. В верхней строке пишутся исходные формулы W, ((A(B), в нижнюю строку переносятся формулы W, а вместо ((A(B) ставятся формулы (A, (B.
	W, ((A(B)  .
W, (A, (B


Пример:

	(xF(x), (yG(y), (((xH(x)( F(y))
(xF(x), (yG(y), ((xH(x), (F(y)
	[((]


Знак [((] указывает, что совершена замена отрицания дизъюнкции.

5. Замена импликации. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, A→B. Истинность формулы A→B означает ложность формулы A либо истинность формулы B
. Поэтому в верхней строке пишутся исходные формулы W, A→B, а в нижней строке в виде столбцов, разделенных двойной вертикальной чертой, записываются обе возможности − (A либо B, вместе с формулами W. 
	  W, A→B  .
W, (A || W, B


Пример:

	(xF(x),  (yG(y),  (xH(x) → F(y)                 
(xF(x), (yG(y), ((xH(x) || (xF(x), (yG(y), F(y)
	[→]


Знак [→] указывает, что совершена замена импликации.

6. Замена отрицания импликации. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, ((A→B). Истинность формулы ((A→B) означает ложность формулы A→B, а это возможно, если формула A истинна, а формула B ложна. Это означает, что формулу ((A→B) можно заменить формулами A, (B. В верхней строке пишутся исходные формулы W, ((A→B), в нижнюю строку переносятся формулы W, а вместо ((A→B) ставятся формулы A, (B. 
	W, ((A→B)  .
W, A, (B


Пример:

	(xF(x), (yG(y), (((xH(x)→ F(y)) 
(xF(x), (yG(y), (xH(x), (F(y)
	[(→]


Знак [(→] указывает, что совершена замена отрицания импликации.

7. Замена отрицания отрицания. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, ( (A. Истинность формулы ( (A означает ложность формулы (A, что, в свою очередь, означает истинность формулы A. Поэтому формулу ( (A можно заменить формулой A. В верхней строке пишутся исходные формулы W, ( (A, в нижнюю строку переносятся формулы W, а вместо ( (A ставится формула A. 
	W, ( (A .
W, A


Пример:

	(xF(x), (yG(y), ( ((xH(x) .
(xF(x), (yG(y), (xH(x)
	[( (]


Знак [( (] указывает, что совершена замена отрицания импликации.

8. Замена квантора общности. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, (xA. Истинность формулы (xA означает, что ее часть, формула A, превращается в истинное высказывание при замене всех свободных вхождений в ней переменной x произвольным замкнутым термом r
. Это означает, что формулу (xA можно заменить формулами (xA, A(r). Формула (xA сохраняется, чтобы в дальнейшем можно было, заменяя другие свободные переменные в формуле A, получать истинные формулы A(r1), A(r2) и т.д. 

Поэтому в верхней строке пишутся исходные формулы W, (xA; эти же формулы переносятся в нижнюю строку с добавлением формулы A(r).
	      W, (xA       .
W, (xA(x), A(r)


Пример:

	 (xF(x), (yG(y), (xH(x)     
(xF(x), (yG(y), (xH(x), H(a)
	[(]


Знак [(] указывает, что совершена замена квантора общности.

9. Замена отрицания квантора общности. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, ((xA. Истинность формулы ((xA означает, что существует предмет, который не обладает соответствующим свойством. Обозначим этот предмет константой b. Подставляя ее вместо свободных вхождений переменной x в формулу A, получаем ложное высказывание A(b), что означает истинность высказывания (A(b). Поэтому список W, ((xA может быть заменен списком W, (A(b).

Примечание: константа b должна отличаться от уже использованных констант в списке формул W, ((xA, чтобы исключить возможность противоречащих высказываний относительно свойств предмета, соответствующего константе b, т.е. появления пары формул A(b) и (A(b).
	      W, ((xA       .
W, (A(b)


Пример:

	 (xF(x, a), (yG(y, c), ((xH(x)
(xF(x, a), (yG(y, c), (H(b)
	[((]


Знак [((] указывает, что совершена замена отрицания квантора общности.

10. Замена квантора существования. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, (xA. Истинность формулы (xA означает, что существует, по крайней мере, один предмет, который обладает соответствующим свойством. Обозначим этот предмет константой b. Подставляя ее вместо свободных вхождений переменной x в формулу A, получаем истинное высказывание A(b). Поэтому список W, (xA может быть заменен списком W, A(b).

Примечание: константа b должна отличаться от уже использованных констант в списке формул W, (xA, чтобы исключить возможность противоречащих высказываний относительно свойств предмета, соответствующего константе b, т.е. появления пары формул A(b) и (A(b). 

	      W, (xA       .
W, A(b)


Пример:

	   (xF(x, a), (yG(y, c), (xH(x)     
(xF(x, a), (yG(y, c), H(b)
	[(]


Знак [(] указывает, что совершена замена отрицания квантора общности.

11. Замена отрицания квантора существования. Допустим, мы имеем ряд истинных формул W, ((xA. Истинность формулы ((xA означает ложность формулы (xA. Это, в свою очередь, означает, что ни один предмет не обладает соответствующим свойством, поэтому мы можем дополнить список W, ((xA формулой (A(r), где r произвольный замкнутый терм. Формула ((xA сохраняется, чтобы в дальнейшем можно было, заменяя другие свободные переменные в формуле A, получать формулы (A(r1), (A(r2) и т.д. 

В верхней строке пишутся исходные формулы W, ((xA; эти же формулы переносятся в нижнюю строку с добавлением формулы (A(r).
	      W, ((xA       .
W, ((xA, (A(r)


Пример: 

	((xF(x), (yG(y), ((xH(x)       
(xF(x), (yG(y), ((xH(x), (H(a)  
	[((]


Знак [((] указывает на замену отрицания квантора существования.

Метод аналитических таблиц

Выше мы указали, что существуют общезначимые формулы, которые оказываются истинными высказываниями при любой интерпретации предметных, предметно-функциональных и предикатных символов. А также отметили, что некоторые формулы логически следуют из других формул, т.е. одни формулы являются истинными, если истинны другие формулы.

Чтобы установить общезначимость формулы или логическое следование одной формулы из других, применяется метод аналитических таблиц. 

Аналитической таблицей называется последовательность строк, состоящих из конечных списков формул, когда каждая последующая строка строится из предыдущей на основе правил редукции.

Список формул считается замкнутым, если он содержит формулу и ее отрицание. 

Аналитическая таблица считается замкнутой, если каждый список формул в последней строке замкнут.

Проверка формулы A на общезначимость состоит в следующем. Строится аналитическая таблица, в которой в качестве первой строки записывается формула (A. Если удается построить замкнутую таблицу, это значит, что формула (A содержит в себе противоречие, поэтому ложна. Отсюда следует, что исходная формула A истинна независимо от значений своих предметных переменных, т.е. общезначима, что и требовалось доказать. Если таблицу не удается замкнуть, значит общезначимость формулы A не доказана.

По сути дела здесь применяется ход мысли, соответствующий доказательству от противного: тезис принимается истинным, если доказано, что противоречащий ему антитезис ложен
.
Рассмотрим на примерах, как это делается. Допустим, нам необходимо проверить на общезначимость формулу  (A(B)→((A(B).

Строим первую строку аналитической таблицы в виде отрицания исходной формулы:
(((A(B)→((A(B)).
По общему виду полученная формула представляет отрицание импликации. Применяем правило замены отрицания импликации. Получаем вторую строку: 

A(B, (((A(B).

Применяем к первой формуле правило замены импликации. Получаем третью строку, состоящую из двух списков формул, разделенных двойной вертикальной чертой: 

(A, (((A(B) || B, (((A(B).
Применяем к формуле (((A(B) в обоих списках правило замены отрицания дизъюнкции. Получаем четвертую строку:

(A, ( (A, (B || B, ( (A, (B.
Во втором списке строки обнаруживаем формулу B вместе с ее отрицанием (B, они выделены жирным шрифтом. Это означает, что данный список замкнут. В дальнейшем замкнутые списки будем обозначать буквами N, N1, N2, и т.д. В первом списке к формуле ( (A применяем правило замены отрицания отрицания. Получаем пятую строку:

(A, A, (B || N.

В этой строке обнаруживаем формулу A вместе с ее отрицанием (A. Таким образом, этот список тоже замкнут. Шестая строка:
N1 || N.

Строка состоит из замкнутых списков, следовательно, аналитическая таблица замкнута. Тем самым установлена общезначимость формулы (A(B)→((A(B).
Изобразим полученную аналитическую таблицу целиком, при этом будем указывать справа знак правила редукции и подчеркивать формулу, к которой оно применяется:
	(((A(B)→((A(B))    [(→]

	A(B, (((A(B)     [→]

	(A, (((A(B) || B, (((A(B)     [((]

	(A, ( (A, (B) || B, ((A, (B     [( (]

	(A, A, (B) || N     

	N1 || N


Теперь проверим на общезначимость формулу с кванторами: (x(F(x)→G(x))→(x(F(x)→G(x)).
Строим отрицание исходной формулы, чтобы получить первую строку аналитической таблицы: (((x(F(x)→G(x))→(x(F(x)→G(x))). Далее будем строить таблицу сразу целиком.

	(((x(F(x)→G(x))→(x(F(x)→G(x)))     [(→]

	 (x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x))    [((]

	(x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), ((F(a)→G(a))      [(]

	(x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), ((F(a)→G(a)), F(a)→G(a)     [(→]

	(x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), F(a), (G(a), F(a)→G(a)     [→]

	(x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), F(a), (G(a), (F(a) || (x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), F(a), (G(a), G(a)

	N || N1 


	( ((x(F(x)→G(x))→(x(F(x)→G(x)))     [(→]

	 (x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x))    [((]

	(x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), ((F(a)→G(a))      [(]

	(x(F(x)→G(x)), ((x(F(x)→G(x)), ((F(a)→G(a)), F(a)→G(a)    

	N


Получили замкнутую аналитическую таблицу. Следовательно, исходная формула (x(F(x)→G(x))→(x(F(x)→G(x)) общезначима.

Проверим на общезначимость еще одну формулу: (xF(x)→F(a). Получаем формулу для первой строки аналитической таблицы: (((xF(x)→F(a)). Строим строки таблицы.

	(((xF(x)→F(a))    [(→]

	(xF(x), (F(a)    [(]

	F(b), (F(a)


Обратим внимание, что в последней строке формула (xF(x) заменена на формулу F(b), т.е. использована предметная константа b, отличная от предметной константы  в формуле (F(a). Это соответствует примечанию в правиле замены квантора существования.
Последняя строка в таблице не является замкнутой, и в то же время не может быть далее преобразована по правилам редукции, так как отсутствуют формулы, подпадающие под эти правила. Это означает, что нельзя доказать общезначимость исходной формулы  (xF(x)→F(a). 
Содержательные соображения говорят в пользу того, что эта формула и не должна быть общезначимой. В самом деле, из того обстоятельства, что вообще существует предмет x со свойством F, отнюдь необязательно следует, что этим свойством должен обладать вот этот конкретный предмет a. Например, если вообще существуют люди, хорошо играющие в шахматы, то это еще не означает, что именно Петров должен хорошо играть в шахматы.
Теперь рассмотрим, как применяется метод аналитических таблиц для доказательства логического следования некоторой формулы B из формул A, A1, A2, A3… 
Записывается первая строка, состоящая из формул A, A1, A2, A3… и отрицания B, т.е. (B. Таким образом, имеем строку A, A1, A2, A3…, (B. Далее применяются правила редукции. Если удается таблицу замкнуть, значит, среди формул первой строки присутствует ложная формула. Но формулы A, A1, A2, A3… по условию истинны, значит, ложной должна быть формула (B, но это означает истинность формулы B. Следовательно, формула B логически следует из формул A, A1, A2, A3…, что и требовалось доказать. 

Если таблицу замкнуть не удается, значит, логическое следование B из формул A, A1, A2, A3… не доказано.
Рассмотрим, есть ли отношение логического следования между формулами A→B, (B и формулой (A. То есть можно ли записать так: A→B, (B ( (A? Здесь символ ( означает логическое следование.

Определяем первую строку аналитической таблицы: A→B, (B, ( (A. Строим всю таблицу.

	A→B, (B, ( (A     [( (]

	A→B, (B, A     [→]

	(A, (B, A, || B, (B, A, 

	N || N1


Получили замкнутую аналитическую таблицу, тем самым доказано, что формула (A логически следует из формул A→B, (B.

Проверим, следует ли логически формула (xF(x) из формулы (xF(x), то есть можно ли записать так: (xF(x) ( (xF(x)?

Определяем первую строку: (xF(x), ((xF(x). Строим таблицу.

	(xF(x), ((xF(x)     [(]

	(xF(x), F(a), ((xF(x)     [((]

	(xF(x), F(a), ((xF(x), (F(a)

	N


Последняя строка замкнута, значит, вся таблица замкнута. Логическое следование формулы (xF(x) из (xF(x) доказано. Проверим теперь обратный вариант, то есть (xF(x) ( (xF(x).

Строим таблицу:

	(xF(x), ((xF(x)    [((] 

	(xF(x), (F(a)    [(]  

	F(b), (F(a)


Согласно примечанию в правиле замены квантора существования, предметная константа, подставляемая вместо переменной x, не должна совпадать с уже использованной константой в других формулах строки, поэтому мы поставили константу b, а не a в формуле  (xF(x). Итак, в последней строке получились формулы, которые не противоречат друг другу, то есть строка не замкнута, в то же время к этим формулам нельзя применить правила редукции. Поэтому таблица не может быть замкнута. Логическое следование формулы (xF(x) из формулы (xF(x) не доказано.

Между прочим, таблица оказалась бы незамкнутой, даже если бы мы первым использовали правило замены квантора существования. Покажем это.

	(xF(x), ((xF(x)    [(] 

	F(a), ((xF(x)     [((]

	F(a), (F(b)


Содержательные соображения говорят в пользу того, что такого логического следования и не должно существовать. В самом деле, из того обстоятельства, что вообще существует предмет x со свойством F, отнюдь необязательно следует, что этим свойством должны обладать все предметы соответствующего универсума. Например, если вообще существуют люди, хорошо играющие в шахматы, то это еще не означает, что все люди должны хорошо играть в шахматы.

Рассмотрим более сложный случай. Проверим, имеется ли логическое следование между двумя высказываниями: «Все вещества, если они являются водой и нагреты до 1000 С, то при нормальном атмосферном давлении кипят», «Это конкретное вещество не кипит», и высказыванием «Это вещество не является водой, нагретой до 1000 С».

Запишем все три высказывания в виде формул логики предикатов: (x((F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), (F1(a), ((F(a)(G(a)).

Запись логического следования между первыми двумя формулами и третьей формулой:

(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), (F1(a) ( ((F(a)(G(a))
Строим аналитическую таблицу.

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), (F1(a), ( ((F(a)(G(a))   [( (]

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), (F1(a)), F(a)(G(a)   [(]

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), F(a)(G(a)→H(a)(F1(a), (F1(a)), F(a)(G(a)   [(→]

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), ((F(a)(G(a)), (F1(a)), F(a)(G(a) || (x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), H(a)(F1(a), (F1(a)), F(a)(G(a)   [(]

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), ((F(a)(G(a)), (F1(a)), F(a)(G(a) || (x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), H(a), F1(a), (F1(a), F(a)(G(a)

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), ((F(a)(G(a)), (F1(a)), F(a)(G(a) || N   [((]

	(x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), (F(a), (F1(a)), F(a)(G(a) || (x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)), (G(a), (F1(a)), F(a)(G(a) || N   

	N1 || N2 || N


Таблица замкнута, значит, формула ((F(a)(G(a)) логически следует из формул (x(F(x)(G(x)→H(x)(F1(x)) и (F1(a). Или по-другому: из двух высказываний «Все вещества, если они являются водой и нагреты до 1000 С, то при нормальном атмосферном давлении кипят» и «Это вещество не кипит» логически следует третье высказывание «Это вещество не является водой, нагретой до 1000 С».

Докажем теперь, что из высказываний «Все млекопитающие смертны» и «Все люди − млекопитающие» логически следует высказывание «Все люди смертны». Мы, конечно, очень просто можем вывести третье высказывание из первых двух по правилам силлогизма, но нам важно посмотреть, как это будет выглядеть в логике предикатов.
Обозначим свойства «быть млекопитающим», «смертность», «быть человеком» предикатными константами F, G, H. Перепишем высказывания в виде формул логики предикатов: (x(F(x)→G(x)), (x(H(x)→F(x)), (x(H(x)→G(x)).
Читается так: «Каждый индивид, если он млекопитающее, то он смертен», «Каждый индивид, если он человек, то он млекопитающее», «Каждый индивид, если он человек, то он смертен».

Нужно доказать, что если формулы (x(F(x)→G(x)) и (x(H(x)→F(x)) истинны, то формула (x(H(x)→G(x)) является истинной, т.е. справедлива запись: (x(F(x)→G(x)), (x(H(x)→F(x)) ( (x(H(x)→G(x)).

Записываем первую строку аналитической таблицы: (x(F(x)→G(x)), (x(H(x)→F(x)), ((x(H(x)→G(x)). Строим всю таблицу.

	(x(F(x)→G(x)), (x(G(x)→H(x)), ((x(F(x)→H(x))     [((]

	(x(F(x)→G(x)), (x(G(x)→H(x)), ((F(b)→H(b))     [(→] 

	(x(F(x)→G(x)), (x(G(x)→H(x)), F(b), (H(b)     [(], [(]

	(x(F(x)→G(x)), (x(G(x)→H(x)), F(b), (H(b), F(b)→G(b), G(b)→H(b)     [→]

	(x(F(x)→G(x)),(x(G(x)→H(x)),F(b),(H(b),G(b)→H(b),(F(b) || (x(F(x)→G(x)),(x(G(x)→H(x)), F(b),(H(b),G(b)→H(b),G(b)     [→]

	N || (x(F(x)→G(x)),(x(G(x)→H(x)),F(b),(H(b),(G(b),G(b) || (x(F(x)→G(x)),(x(G(x)→H(x)), F(b),(H(b),H(b),G(a)     

	N || N1 || N2 


Получили замкнутую таблицу, значит, формула (x(H(x)→G(x)) логически следует из формул (x(F(x)→G(x)), (x(H(x)→F(x)). Тем самым мы заодно проверили правильность силлогизма:

Все млекопитающие являются смертными.
Все люди являются млекопитающими.
Все люди являются смертными.
Рассмотрим теперь, следует ли логически высказывание «Некоторые из тех, кто ест апельсины, живут в жарких странах» из высказываний «Все обезьяны − едят апельсины» и «Все обезьяны живут в жарких странах». 
Введем обозначения: «есть апельсины» − F, «жить в жарких странах» − G, «быть обезьяной» − H. Переписываем высказывания в виде формул логики предикатов: (x(F(x)(G(x)), (x(H(x)(F(x)), (x(H(x)(G(x)). Читается: «Некоторые из индивидов являются теми, кто ест апельсины, и теми, кто живет в жарких странах», «Каждый индивид, если он обезьяна, то он ест апельсины», «Каждый индивид, если он обезьяна, то живет в жарких странах». Записываем логическое следование: (x(H(x)(F(x)), (x(H(x)(G(x)) ( (x(F(x)(G(x)). 
Получаем первую строку таблицы, приписав к посылкам через запятую отрицание заключения. Далее работаем с таблицей. Чтобы избежать громоздкости, формулы, переносимые в нижнюю строку без изменений, будем подчеркивать двойной чертой, и в дальнейшем заменять символом W.

	(x(H(x)(F(x)), (x(H(x)(G(x)), ((x(F(x)(G(x))                   [(], [((]

	(x(H(x)(F(x)), (x(H(x)(G(x)), H(a)(F(a), H(a)(G(a), ((x(F(x)(G(x)), ((F(a)(G(a))  [((]

	W, H(a)(F(a), H(a)(G(a), (F(a) || W, H(a)(F(a), H(a)(G(a)), (G(a)      [→]

	W, (H(a), H(a)(G(a), (F(a) || W, F(a), H(a)(G(a), (F(a) || W, H(a)(F(a), H(a)(G(a)), (G(a)

	W, (H(a), H(a)(G(a), (F(a) || N || W, H(a)(F(a), H(a)(G(a), (G(a)      [→]

	W, (H(a), H(a)(G(a), (F(a) || N || W, H(a)(F(a), (H(a), (G(a) || W, H(a)(F(a), G(a), (G(a)

	W, (H(a), H(a)(G(a), (F(a) || N || W, H(a)(F(a), (H(a), (G(a) || N1


Таблица не замыкается. Мы можем попробовать применить правило замены импликации к формулам H(a)(G(a) и H(a)(F(a). Но тогда получим четыре новых столбца с формулами (H(a), G(a), (H(a) и F(a) соответственно. Каждый столбец нам снова не удастся замкнуть.  
Однако мы знаем, что из данных посылок можно построить силлогизм и получить требуемое заключение:
	Все обезьяны едят апельсины.                  (
Все обезьяны живут в жарких странах.   (
Некоторые из тех, кто едят апельсины,   (
живут в жарких странах.                         
	Все M есть P.
Все M есть S.        .
Некоторые S есть P


Значит и на языке логики предикатов должно получиться логическое следование и таблица должна замкнуться. Можно предположить, что какой-то посылки у нас все же не хватает. Попробуем ее определить. Присмотримся к незамкнутым столбцам. В обоих присутствует формула (H(a). Понятно, что если бы в этих столбцах оказалась также формула H(a), то они бы замкнулись. И логическое следование было бы доказано. 
На основании правила введения квантора существования из списка общезначимых формул
 мы можем от формулы H(a) перейти к формуле (xH(x), означающей, что существуют индивиды, которые являются обезьянами.
Итак, чтобы высказывание «Некоторые из тех, кто ест апельсины, живут в жарких странах» логически следовало из высказываний «Все обезьяны − едят апельсины» и «Все обезьяны живут в жарких странах», мы должны добавить к ним третье высказывание «Существуют индивиды, которые являются обезьянами».
Почему же оказалось необходимым это добавление? Дело в том, что данные посылки мы переписали на язык логики предикатов с расширенным неопределенным универсумом, включающем индивиды вообще. Но это еще не означает, что среди них обязательно будут такие индивиды, как обезьяны. В наших посылках говорится лишь следующее: «Для всех индивидов, если они являются обезьянами, то они живут в жарких странах» и «Для всех индивидов, если они являются обезьянами, то они едят апельсины». Из них еще не вытекает утверждение об существование таких индивидов, как обезьяны. 
Так же если кто-то рассуждает «Если в моем бумажнике найдется достаточная сумма денег, то я куплю эту вещь», это еще не означает, что в его бумажнике точно находится искомая сумма денег.

Но допустим, мы взяли такой универсум, в который входят исключительно обезьяны. В таком случае нам не нужно преобразовывать посылки «Все обезьяны − едят апельсины» и «Все обезьяны живут в жарких странах» в формулы вида (x(S(x) → P(x)). Теперь посылки запишутся формулами (xF1(x) и (xG1(x), в которых предикатные символы F1 и G1 означают соответственно «употреблять в пищу апельсины» и «жить в жарких странах». Эти формулы читаются: «Для всех обезьян верно, что они едят апельсины» и «Для всех обезьян верно, что они живут в жарких странах». Но в таком случае, строя соответствующую таблицу, легко показать, что из таких посылок логически следует высказывание ««Некоторые из тех, кто ест апельсины, живут в жарких странах», формулой которого будет выражение (x(F1(x)(G1(x)).  И это очевидно, так как под «теми» теперь понимаются исключительно обезьяны.
Построим все же таблицу.
	(xF1(x), (xG1(x), ((x(F1(x)(G1(x))      [(],[(], [((]

	(xF1(x), (xG1(x), ((x(F1(x)(G1(x)), F1(a), G1(a), ((F1(a)(G1(a))    [((]

	W, F1(a), G1(a), (F1(a) || W, F1(a), G1(a), (G1(a)

	N || N1


Таблица замкнулась.
Силлогизм про обезьян также получается потому, что посылки «Все обезьяны − едят апельсины» и «Все обезьяны живут в жарких странах» являются общеутвердительными суждениями и подразумевают без всяких «если», что объем понятия «обезьяна» не является пустым. Напомним, что суждение в силлогистике выражает отношение между понятием-субъектом и понятием-предикатом, и ясно, что отношения (равнозначность, пересечение и т.п.) могут быть только между понятиями с ненулевыми объемами.
Сформулируем общее правило. Если мы имеем дело с расширенным неопределенным универсумом, и хотим показать, что из посылок логически следует высказывание с квантором существования, то среди этих посылок должно быть высказывание с квантором существования
.
Попробуем сначала снова показать, что не получается логическое следование высказывания с квантором существования из высказываний лишь с кванторами общности.
Пусть посылками будут высказывания «Все муравьи есть насекомые», «Все насекомые − живые существа». Заключение: «Некоторые живые существа − муравьи». Введем обозначение предикатных символов: F − «быть муравьем», G − «быть насекомым», H − «быть живым существом». Пишем формулы: (x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)), (x(H(x)(F(x)). Записываем логическое следование: (x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)) ( (x(H(x)(F(x)). Строим таблицу.
	(x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)), ((x(H(x)(F(x))         [(],[(],[((]

	(x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)), ((x(H(x)(F(x)), F(a)(G(a), G(a)(H(a), ((H(a)(F(a))      [((]

	W, F(a)(G(a), G(a)(H(a), (H(a) || W, F(a)(G(a), G(a)(H(a), (F(a)   [→] , [→]

	W, F(a)(G(a), (G(a), (H(a) || W, F(a)(G(a), H(a), (H(a) || W, (F(a), G(a)(H(a), (F(a) || W, G(a), G(a)(H(a), (F(a)

	W, F(a)(G(a), (G(a), (H(a) || N || W, (F(a), G(a)(H(a), (F(a) || W, G(a), G(a)(H(a), (F(a)          [→],[→]

	W, (F(a), (G(a), (H(a) || W, G(a), (G(a), (H(a) || N || W, (F(a), G(a)(H(a), (F(a) || W, G(a), (G(a), (F(a) || W, G(a), H(a), (F(a)

	W, (F(a), (G(a), (H(a) || N1 || N || W, (F(a), G(a)(H(a), (F(a) || N2 || W, G(a), H(a), (F(a)


Получили три столбца, которые невозможно замкнуть. В каждом присутствует формула (F(a). Это означает, что для того, чтобы замкнуть эти столбцы, необходимо присутствие в столбцах формулы F(a). Ей соответствует в качестве дополнительной посылки формула (xF(x), или высказывание «Существуют индивиды, которые являются муравьями». Только добавление этой посылки к остальным двум обеспечит логическое следование из них высказывания «Некоторые живые существа − муравьи».
Теперь пусть среди посылок будет высказывание с квантором существования: «Некоторые из живущих в Африке являются насекомыми», «Все насекомые − живые существа». Заключение: «Некоторые живые существа живут в Африке». Введем обозначение предикатных символов: F − «живущие в Африке», G − «быть насекомым», H − «быть живым существом». Пишем формулы: (x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)), (x(H(x)(F(x)). Записываем логическое следование: (x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)) ( (x(H(x)(F(x)). Строим таблицу.

	(x(F(x)(G(x)), (x(G(x)(H(x)), ((x(H(x)(F(x))            [(]

	F(a)(G(a), (x(G(x)(H(x)), ((x(H(x)(F(x))      [(],[((],[(]

	F(a), G(a), (x(G(x)(H(x)), ((x(H(x)(F(x)), G(a)(H(a), ((H(a)(F(a))   [((]

	F(a), G(a), W, G(a)(H(a), (H(a) || F(a), G(a), W, G(a)(H(a), (F(a)

	F(a), G(a), W, G(a)(H(a), (H(a) || N

	F(a), G(a), W, (G(a), (H(a) || F(a), G(a), W, H(a), (H(a) || N 

	N1 || N2 || N


Получили замкнутую таблицу. Тем самым мы доказали, что высказывание «Некоторые живые существа живут в Африке» логически следует из высказываний «Некоторые из живущих в Африке являются насекомыми» и «Все насекомые − живые существа».
Рассмотрим еще два примера. Проверим, следует ли логически высказывание «Марс − необитаем» из высказываний «Марс − планета Солнечной системы», «Земля является обитаемой планетой Солнечной системы».
Вводим обозначения. «Марс» − предметная константа a, «Земля» − предметная константа − b, «быть обитаемой» − предикатный символ F, «быть планетой» − предикатный символ G, «принадлежать Солнечной системе» − предикатный символ H. Высказывания и их формулы: «Марс − необитаем», (F(a); «Марс − планета Солнечной системы», G(a)(H(a); «Земля является обитаемой планетой Солнечной системы», F(b)(G(b)(H(b).

Записываем логическое следование: G(a)(H(a), F(b)(G(b)(H(b) ( (F(a)
Строим первую строку и всю таблицу.

	G(a)(H(a), F(b)(G(b)(H(b), ( (F(a)     [( (]

	G(a)(H(a), F(b)(G(b)(H(b), F(a)          [(],[(]

	G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), F(a)


В последней строке получился ряд формул, которые не противоречат друг другу, таблица не замыкается. Логического следования нет. Конечно, можно было бы ввести дополнительные посылки, чтобы получилось логическое следование, например, ввести посылку (F(a) или (G(a) и т.д. Но все они будут противоречить имеющимся посылкам или совпадать с заключением. 
Теперь пусть обозначения будут те же, но введем дополнительный предикат «быть тождественным» − F1. Формулы высказываний «Марс − необитаем» и «Марс − планета Солнечной системы» те же: (F(a) и G(a)(H(a). И изменим несколько третье высказывание: «Лишь Земля является обитаемой планетой Солнечной системы», его формула: F(b)(G(b)(H(b)((x(G(x)(H(x)((F1(x, b)((F(x)).  
Строим первую строку и таблицу.

	G(a)(H(a), F(b)(G(b)(H(b)((x(G(x)(H(x)((F1(x, b)((F(x)), ( (F(a)     [( (]

	G(a)(H(a), F(b)(G(b)(H(b)((x(G(x)(H(x)((F1(x, b)((F(x)), F(a)     [(],[(]

	G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), (x(G(x)(H(x)((F1(x, b)((F(x)), F(a)     [(] 

	G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), (x(G(x)(H(x)((F1(x, b)((F(x)), G(a)(H(a)((F1(a, b)((F(a), F(a)               [→]

	G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, ((G(a)(H(a)((F1(a, b)), F(a) || G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, (F(a), F(a) 

	G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, ((G(a)(H(a)((F1(a, b)), F(a) || N       [((]

	G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, (G(a), F(a) || N || G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, (H(a), F(a) || G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, ( (F1(a, b), F(a)    [( (]

	N1 || N || N2 || G(a), H(a), F(b), G(b), H(b), W, F1(a, b), F(a)


Получили незамкнутую таблицу. Вроде бы ситуация та же, что и предыдущая. Однако в последнем незамкнутом столбце есть формула F1(a, b), которая отличается тем, что ее отрицание, т.е. формула (F1(a, b), не входит в противоречие ни с посылками, ни с заключением и в то же время ее присутствие в последнем незамкнутом столбце позволило бы замкнуть таблицу. Содержательно эта формула означает, что планета Марс и планета Земля не тождественны. Итак, получается, что помещение этой формулы среди посылок в качестве необходимого уточнения обеспечивает логическое следование высказывания «Марс − необитаем».
Задание 10. Проверьте методом аналитических таблиц на общезначимость формулы: 
a) ((xF(x)((x(F(x); 

b) (x(F(x)(((xF(x); 

c) (x(F(x)((yG(y))(((x((F(x)((yG(y)); 
d) ((x((F(x)((yG(y))((x(F(x)((yG(y)).
Задание 11. Проверьте методом аналитических таблиц наличие логического следования первого высказывания из остальных. Если следования нет, то выясните, каким высказыванием необходимо дополнить посылки, чтобы получить логическое следование: 
a) «Ни один кит не является рыбой» из «Все киты являются млекопитающими» и «Ни одна рыба не является млекопитающей»;
b) «Некоторые киты не являются рыбами» из «Все киты являются млекопитающими» и «Ни одна рыба не является млекопитающей»;
c) «Некоторые люди являются студентами» из «Все спортсмены являются людьми» и «Некоторые студенты являются спортсменами»;
d) «Если часы Петрова остановились, то у них кончился завод» из «Если часы остановились, то кончился их завод или они неисправны», «Часы Петрова исправны»; 
e) «Некоторые слоны обитают в стране волшебных сказок» из «Некоторые слоны обитают в Индии», «Индия − страна жаркого солнца и волшебных сказок».
Решения заданий

Задание 1. Четность(6), Больше(7, 4), Расти в(пальма, Африка), Сын(Иван Петрович, Петр, Мария).

Задание 2. Четность(x), x − число, формула одноместная. Больше(x, y), x и y − числа, формула двухместная. Расти в(x, y), x − растение, y − место, формула двухместная. Сын(x, y, z), x, y, z − люди, формула трехместная. Преобразования, например: Четность(7) − нуль-местная формула; Больше(5, y) − одноместная формула; Расти(x, Подмосковье) − одноместная формула; Сын(Иван Петрович, Петр, z) − одноместная формула.
Задание 3. Четность(7) − ложное высказывание, Четность(2) − истинное высказывание. Больше(2, 1) − истинное высказывание, Больше(1, 2) − ложное высказывание. Расти в(ель, Сибирь) − истинное высказывание, Расти в(ель, Сахара) − ложное высказывание. Сын(Иван Михайлович, Николай, Анастасия) − ложное высказывание, Сын(Иван Николаевич, Николай, Анастасия) − истинное высказывание.

Задание 4. (xЧетность(x) − ложное высказывание, (xЧетность(x) − истинное высказывание. (x(yБольше(x, y) − ложное высказывание. (x(yБольше(x, y) − истинное высказывание. (x(yБольше(x, y) − ложное высказывание, возможна ситуация, когда x = y. (x(yБольше(x, y) − истинное высказывание. (x(yРасти в(x, y) − ложное высказывание. (x(yРасти в(x, y) − истинное высказывание. (x(yРасти в(x, y) − ложное высказывание. (x(yРасти в(x, y) − истинное высказывание. (x(y(zСын(x, y, z) − ложное высказывание. (x(y(zСын(x, y, z) − ложное высказывание. (x(y(zСын(x, y, z) − истинное высказывание.

Задание 5. Аромат(дыня), половина(метр), расстояние между(Киев, Москва), выигранная партия(шахматы, мировой чемпионат, Алешин).

Задание 6. Аромат(x), x − плод, формула одноместная; половина(x), x − единица длины, объема, веса и т.п., формула одноместная. Расстояние между(x, y), x и y − населенные пункты, формула двухместная. Выигранная партия(x, y, z), x − вид игры, y − уровень состязания, z − участник состязания, формула трехместная. Преобразования, например: аромат(ананаса) − нуль-местная формула; половина(килограмм) − нуль-местная формула; расстояние между(Нью-Йорк, y) − одноместная формула; выигранная партия(лото, семейный вечер, z) − одноместная формула.

Задание 7. Аромат(свежий арбуз) − общее имя, половина(дюйм) − общее имя, расстояние между(Вологда, Кострома) − собственное имя, выигранная партия(шашки, школьный турнир, Петров) − общее имя.

Задание 8. Высказывания, соответствующие формулам F(c, a), (xF(x, a), (xG(x), G(a1), (x(G(x)(F(x, b1)) при интерпретации A: 
1. «Среда непосредственно следует за понедельником» (ложь); 
2. «Существует день недели, который непосредственно следует за понедельником» (истина).

3. «Каждый день недели является выходным» (ложь). 
4. «Понедельник − выходной день» (ложь). 
5. «Для всякого дня недели верно, что он или выходной, или непосредственно следует за пятницей» (ложь).

Высказывания, соответствующие этим же формулам при интерпретации B:

1. «Тверь расположена севернее Москвы» (истина). 
2. «Существует российский город, который севернее Москвы» (ложь)
. 
3. «Каждый российский город является столицей России» (ложь). 
4. «Москва − столица России» (истина). 
5. «Для всякого российского города верно, что он или столица России, или севернее Астрахани» (истина).

Сохраняет истинностное значение при обеих интерпретациях формула (xG(x), остальные формулы меняют истинностное значение. 
Задание 9.
a) Вводим обозначения предикатов: «быть акулой» − F, «дышать жабрами» − G. Квантор общности, высказывание утвердительное, соответствует первой строке таблицы. 
Формула: (x(F(x)(G(x)). Читается: «Для любого индивида верно, что если он акула, то он дышит жабрами».

b) Обозначения: предикаты «быть акулой» − F, «быть безжалостным» − G, «быть охотником» − H. Квантор общности, высказывание утвердительное, соответствует первой строке таблицы. 
Формула: (x(F(x)(H(x)(G(x)). Читается: «Для любого индивида верно, что если он акула, то он является охотником, причем безжалостным».

с) Предикаты: «быть акулой» − F, «нападать на» − G, «быть человеком» − H. Здесь должно быть две переменных, так как предикат «нападать на» двухместный, при переменной, относящейся к акулам − квантор существования, при переменной, относящейся к людям − квантор общности (так как акулы, если нападают, то, скорее всего, на всех людей). Основным квантором является квантор существования, высказывание утвердительное, поэтому формула в целом должна соответствовать третьей строке таблицы. Но часть формулы, которая подпадает под квантор общности, соответствует первой строке таблицы. Формула: (x(F(x)((y(H(y)(G(x, y))). 

Читается: «Существуют индивиды, которые являются акулами, и для всякого индивида верно, что если он является человеком, то первые индивиды нападают на вторых индивидов».
d) Вводим обозначения. Предикат «загарпунили» обозначим символом F, он объединяет два предмета, которым соответствуют сложные общие имена «с острова Суматра(рыбаки)» и «большая(белая(акула))». Обозначим выражения «с острова Суматра(...)», «большая(...), «белая(...)» функционально-предметными константами f, g и h.
Предикат «быть рыбаком» обозначим символом G, предикат «быть акулой» − символом H. 
Формула: (x(G(x)((y(H(y)(F(f(x), g(h(y))))). В обоих случаях читается: «Существуют индивиды, которые являются рыбаками, и существуют индивиды, которые являются акулами, и первые индивиды с острова Суматра загарпунили большого белого второго индивида».
Задание 10.

a) Записываем отрицание формулы: ((((xF(x)((x(F(x)). Строим аналитическую таблицу.
	((((xF(x)((x(F(x))    [(→]

	((xF(x), ((x(F(x)    [((]

	(F(b), ((x(F(x)        [((]

	(F(b), ((x(F(x), ( (F(b)    [( (]

	(F(b), ((x(F(x), F(b)

	N


Таблица оказалась замкнутой, значит, формула ((xF(x)((x(F(x) является общезначимой. 

Может возникнуть вопрос, почему сначала использовалось правило [((], затем правило [((], а не наоборот. Дело в том, что, согласно первому правилу, константа, подставляемая вместо переменной, не может быть произвольной, а согласно второму правилу, константа может быть произвольной, в том числе и такой, какую мы ранее подставили вместо переменной. Если бы правила использовалось в обратном порядке, то пришлось бы подставлять разные константы, и таблицу замкнуть бы не удалось.
b) Записываем отрицание формулы: (((x(F(x)(((xF(x)). Строим аналитическую таблицу.

	(((x(F(x)(((xF(x))            [(→]

	(x(F(x), ( ((xF(x)            [( (]

	(x(F(x), (xF(x)                [(]

	(F(b), (xF(x)                    [(]

	(F(b), (xF(x), F(b)

	N


Таблица оказалась замкнутой, значит, формула (x(F(x)(((xF(x) является общезначимой. Здесь применялось сначала правило [(], а затем [(] из тех же соображений, что и в предыдущей задаче.

c) Записываем отрицание формулы: (((x(F(x)((yG(y))(((x((F(x)((yG(y))). Строим таблицу.

	(((x(F(x)((yG(y))(((x((F(x)((yG(y)))           [(→]

	(x(F(x)((yG(y)), ( ((x((F(x)((yG(y))              [( (]

	(x(F(x)((yG(y)), (x((F(x)((yG(y))                  [(]

	(x(F(x)((yG(y)), ((F(b)((yG(y))                      [((]

	(x(F(x)((yG(y)), (F(b) || (x(F(x)((yG(y)), ((yG(y)     [(]

	F(b)((yG(y), (F(b) || F(a)((yG(y), ((yG(y)                   [(]

	F(b), (yG(y), (F(b) || F(a), (yG(y), ((yG(y)                  [(]

	N || F(a), G(c), ((yG(y)                               [((]

	N || F(a), G(c), (G(с)

	N || N1


Таблица замкнулась, формула (x(F(x)((yG(y))(((x((F(x)((yG(y)) − общезначима.

d) Записываем отрицание формулы: ((((x((F(x)((yG(y))((x(F(x)((yG(y))). Строим таблицу.

	((((x((F(x)((yG(y))((x(F(x)((yG(y)))                [(→]

	((x((F(x)((yG(y)), ((x(F(x)((yG(y))                    [((]

	((x((F(x)((yG(y)), (F(b)((yG(y))                          [((]

	((x((F(x)((yG(y)), ( ((F(b)((yG(y)), (F(b)((yG(y)           [( (]

	((x((F(x)((yG(y)), F(b)((yG(y), (F(b)((yG(y)                [(], [(]

	((x((F(x)((yG(y)), F(b), (yG(y), (F(b), (yG(y)

	N


Таблица замкнулась, формула ((x((F(x)((yG(y))((x(F(x)((yG(y)) является общезначимой.

Задание 11. 

a) Вводим обозначения. «Быть китом» − F, «быть рыбой» − G, «быть млекопитающим» − H. Записываем высказывания в виде формул логики предикатов. «Ни один кит не является рыбой» − (x(F(x)((G(x)), «Все киты являются млекопитающими» − (x(F(x)(H(x)), « Ни одна рыба не является млекопитающей» − (x(G(x)((H(x)). Записываем логическое следование: (x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)) ( (x(F(x)((G(x)). Составляем таблицу.
	(x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)), ((x(F(x)((G(x))                 [((]

	(x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)), ((F(a)((G(a))                 [(]

	(x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)), F(a)(H(a), G(a)((H(a), ((F(a)((G(a))    [(→]

	W, F(a)(H(a), G(a)((H(a), F(a), ( (G(a)    [( (]

	W, F(a)(H(a), G(a)((H(a), F(a), G(a)           [→]

	W, (F(a), G(a)((H(a), F(a), G(a) || W, H(a), G(a)((H(a), F(a), G(a)            

	N || W, H(a), G(a)((H(a), F(a), G(a)         [→]

	N || W, H(a), (G(a), F(a), G(a) || W, H(a), (H(a), F(a), G(a)

	N || N1 || N2


Таблица замкнулась. Логическое следование доказано.
b) Вводим обозначения. «Быть китом» − F, «быть рыбой» − G, «быть млекопитающим» − H. Записываем высказывания в виде формул логики предикатов: «Некоторые киты не являются рыбами» − (x(F(x)((G(x)), «Все киты являются млекопитающими» − (x(F(x)(H(x)), «Ни одна рыба не является млекопитающей» − (x(G(x)((H(x)). Записываем логическое следование: (x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)) ( (x(F(x)((G(x)). Составляем таблицу.

	(x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)), ((x(F(x)((G(x))                 [((]

	(x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)), ((x(F(x)((G(x)), ((F(a)((G(a))                 [(]

	(x(F(x)(H(x)), (x(G(x)((H(x)), F(a)(H(a), G(a)((H(a), ((x(F(x)((G(x)), ((F(a)((G(a)) [((]

	W, F(a)(H(a), G(a)((H(a), (F(a) || W, F(a)(H(a), G(a)((H(a), ( (G(a)   [( (]

	W, F(a)(H(a), G(a)((H(a), (F(a) || W, F(a)(H(a), G(a)((H(a), G(a)    [→]

	W, (F(a), G(a)((H(a), (F(a) || W, H(a), G(a)((H(a), (F(a) || W, F(a)(H(a), (G(a), G(a) || W, F(a)(H(a), (H(a), G(a)

	W, (F(a), G(a)((H(a), (F(a) || W, H(a), G(a)((H(a), (F(a) || N || W, F(a)(H(a), (H(a), G(a) [→]

	W, (F(a), (G(a), (F(a) || W, (F(a), (H(a), (F(a) || W, H(a), (G(a), (F(a) || W, H(a), (H(a), (F(a) || N || W, (F(a), (H(a), G(a) || W, H(a), (H(a), G(a)

	W, (F(a), (G(a), (F(a) || W, (F(a), (H(a), (F(a) || W, H(a), (G(a), (F(a) || N1 || N || W, (F(a), (H(a), G(a) || N2


Таблица не замыкается. В каждом из незамкнутых столбцов присутствует формула (F(a). Следовательно, эти столбцы замкнулись бы, если бы в них присутствовала формула F(a).  Ей соответствует недостающая посылка (xF(x). Таким образом, для логического следования среди посылок не хватает высказывания «Существуют индивиды, которые являются китами».
c) Обозначения: «быть человеком» − F, «быть студентом» − G, «быть спортсменом» − H. Записываем высказывания в виде формул логики предикатов: «Некоторые люди являются студентами» − (x(F(x)(G(x)), «Все спортсмены являются людьми» − (x(H(x)(F(x)), «Некоторые студенты являются спортсменами» − (x(G(x)(H(x)). Записываем логическое следование: (x(H(x)(F(x)), (x(G(x)(H(x)) ( (x(F(x)(G(x)). Составляем таблицу.
	(x(H(x)(F(x)), (x(G(x)(H(x)), ((x(F(x)(G(x))         [(]

	(x(H(x)(F(x)), G(a)(H(a), ((x(F(x)(G(x))           [(]

	(x(H(x)(F(x)), G(a), H(a), ((x(F(x)(G(x))          [(],[((]

	(x(H(x)(F(x)), G(a), H(a), ((x(F(x)(G(x)), H(a)(F(a), ((F(a)(G(a))  [→]

	W, G(a), H(a), (H(a), ((F(a)(G(a)) || W, G(a), H(a), F(a), ((F(a)(G(a)) 

	N || W, G(a), H(a), F(a), ((F(a)(G(a))           [((]

	N || W, G(a), H(a), F(a), (F(a) || W, G(a), H(a), F(a), (G(a)

	N || N1 || N2


Таблица замкнулась. Имеется логическое следование.
d) Обозначения: Петров − предметная константа a, завод − предметная константа b, «кончиться» − предикатный символ F, «остановиться» − предикатный символ G, «исправны» − предикатный символ H, «часы(...) − предметно-функциональная константа f.  Записываем формулы высказываний: «Если часы Петрова остановились, то у них кончился завод» − G(f(a))(F(f(a), b); «Если часы остановились, то кончился их завод или они неисправны» − (x(G(f(x))((F(f(x), b) ((H(f(x)))); «Часы Петрова исправны» − H(f(a)).

Записываем логическое следование: (x(G(f(x))((F(f(x), b) ((H(f(x)))), H(f(a)) ( G(f(a))(F(f(a), b)
Строим таблицу.
	(x(G(f(x))((F(f(x), b)((H(f(x)))), H(f(a)), ((G(f(a))(F(f(a), b))     [(→]

	(x(G(f(x))((F(f(x), b)((H(f(x)))), H(f(a)), G(f(a), (F(f(a), b)        [(]

	(x(G(f(x))((F(f(x),b)((H(f(x)))),(G(f(a))((F(f(a),b)((H(f(a)))),H(f(a)),G(f(a),(F(f(a),b) [→]

	W, (G(f(a)), H(f(a)), G(f(a), (F(f(a),b) || W, F(f(a),b)((H(f(a)), H(f(a)), G(f(a), (F(f(a),b)

	N || W, F(f(a),b)((H(f(a)), H(f(a)), G(f(a)), (F(f(a),b)         [(]

	N || W, F(f(a),b), H(f(a)), G(f(a), (F(f(a),b) || W, (H(f(a)), H(f(a)), G(f(a)), (F(f(a),b)

	N || N1 || N2


Таблица замкнулась, есть логическое следование.
e) Обозначения. Предикаты: «быть страной волшебных сказок» − F, «быть страной жаркого солнца» − G, «быть слоном» − H, «обитать в» − F1. Индия − предметная константа a.

Высказывания и их формулы: «Некоторые слоны обитают в стране волшебных сказок» − (x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y)); «Некоторые слоны обитают в Индии» − (x(H(x)(F1(x, a)); «Индия − страна жаркого солнца и волшебных сказок» − G(a)(F(a). Записываем логическое следование: (x(H(x)(F1(x,a)), G(a)(F(a) ( ((x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y)). Строим таблицу.

	(x(H(x)(F1(x, a)), G(a)(F(a), ((x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y))      [(]

	(x(H(x)(F1(x, a)), G(a), F(a), ((x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y))      [(]

	H(b)(F1(b, a), G(a), F(a), ((x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y))             [(]

	H(b), F1(b, a), G(a), F(a), ((x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y))             [((]

	H(b), F1(b,a), G(a), F(a), ((x(y(H(x)(F(y)(F1(x, y)), ((y(H(b)(F(y)(F1(b, y))    [((]

	H(b), F1(b, a), G(a), F(a), W, ((y(H(b)(F(y)(F1(b, y))             [((]

	H(b), F1(b, a), G(a), F(a), W, ((y(H(b)(F(y)(F1(b, y)), ((H(b)(F(a)(F1(b, a))  [((]

	H(b), F1(b, a), G(a), F(a), W, ((y(H(b)(F(y)(F1(b, y)), (H(b) || H(b), F1(b, a), G(a), F(a), W, ((y(H(b)(F(y)(F1(b, y)), (F(a) || H(b), F1(b, a), G(a), F(a), W, ((y(H(b)(F(y)(F1(b, y)), (F1(b, a)) 

	N || N1 || N2


Таблица замкнулась. Имеется логическое следование.
� Функция – способ, каким определенным элементам одного множества ставятся в соответствие элементы другого множества. Например, каждому государству можно поставить в соответствие город, являющийся столицей этого государства. В некоторых случаях оба множества могут совпадать. Так, сумма x+y+z тройкам чисел {1, 2, 3}, {8, 4, 6}, {10, 2, 34}... ставит в соответствие тоже числа: 6, 18, 46... 


� С логикой предикатов в развернутом изложении можно познакомиться в: Бочаров В.А., Маркин В.И. Основы логики. М., 1994; Логика: наука и искусство. М.,1992; Философская энциклопедия. Т. 4. М., 1967, статьи «Понятие», «Предикатов исчисление»; Черч А. Введение в математическую логику. М., 1960; Шенфилд Дж. Математическая логика. М., 1975.


� Предикат, от лат. praedicatum ( ‘сказуемое’.


� Напоминаем, что в логике предметом является все, о чем можно что-то утверждать или отрицать.


� Получается, что не все собственные имена пишутся с прописной буквы.


� Конечно, размеры сторон треугольника не могут быть произвольными. В нашем случае мы подбирали размеры сторон прямоугольных треугольников.


� Разумеется, каждый раз имеются в виду имена конкретных, единичных людей, а не просто групп людей. Например, речь идет о конкретном, вот этом человеке по имени Николай, а не вообще обо всех мужчинах, которые носят имя Николай.


� Можно было бы принять в качестве предиката глагол «сдать», тогда в число имен предметов вошло бы и слово «экзамен».


� См. об этих символах и операциях в главе «Элементы логики высказываний».


� Число называется простым, если оно делится только на само себя, единицу и не является единицей.


� Напоминаем, что импликативное высказывание ложно лишь при истинности первого члена и ложности второго члена; см. первую главу, операция «Импликация».


� Знак тождества ( в формуле означает, что каждая из ее двух частей имплицирует другую, например, A ( B означает: A ( B и B ( A.


� См. 3 и 5 параграфы главы «Логики высказываний».


� Редукция, от лат. reductio − ‘отодвигание назад’ или ‘сведение к ...’.


� См. таблицу истинности импликации в гл. «Логика высказываний».


� Напоминаем, что в замкнутом терме все предметные переменные заменены предметными константами.


� См. гл. «Доказательство и опровержение. Софизмы в дискуссии».


� См. параграф «Язык логики предикатов. Интерпретация и общезначимые формулы».


� Ср.: Философская энциклопедия. Т. 5. М., 1970. С. 9. Статья «Силлогизм»


� Напоминаем, что рассматриваются лишь те семь городов, которые входят в принятый универсум.





